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摘要 
本文以離散方向法求解傳遞方程式，如

此我們可以得到足夠準確的正算解，即

使在含有不漫射區的部分(因正算時，

不漫射區位置視為已知)。我們以正算

所得的輻射熱通量為模擬量測值，並與

估算的輻射性質所求得的輻射熱通量

(此時，不漫射區位置為未知)形成目標

函數，再以最小化兩者之間的誤差來逆

算介質性質。本文以Levenberg-

Marquardt法來求解最小平方問題並將

目標函數F最小化，以求得新的估算參
數。 

在此，我們以三個不同的方法來探

討具不連續性分布的輻射參數之逆算問

題，並比較其優劣點。 

 
關鍵詞：光斷層掃瞄法、不漫射區、擴
散近似法、離散方向法 

前言 
在現有探討光學CT成像研究中，描述
在此波段的光在組織體的數學模式常以

擴散近似法為基礎，這是因為此時的光

學 特 徵 為 散 射 優 勢 (scattering 
dominance)，因此散漫光斷層掃瞄法
(diffuse optical tomography, DOT)研究
者，通常使用擴散近似法 (diffusion 
approximation method)，因其藉由球諧
函數(spherical harmonic)來展開輻射強
度 與 利 用 非 對 稱 係 數 (anisotropy 
parameter)來近似相函數，這可以使得
輻射傳遞的積微分方程式簡化成微分方

程式[1-5]。散漫光斷層掃瞄法在臨床上

的應用上非常成功， 因為大部分肌肉

組織為光學厚(optically thick)且具

有高度散射的特性，故可以用擴散近似

法來近似。然而散漫光斷層掃瞄法卻不

適用於腦部成像，因腦部含有不漫射區

(non-diffuse regions)[6-8]，不適合用擴
散近似法。所以對於具有散射不連續區

及光學厚度不是很厚的介質中，不論正

算或逆算的分析都需要較嚴謹的求解

法。然而用嚴謹的求解法去重構多維的

輻射參數尚不多見，且僅逆算部分的參

數，McCormick曾回顧了一些逆運算的

方法[9]。Yuen等人使用了廣義的區塊
法(zonal method) 做正算去估算二維介
質的消散係數與散射比[10]。Aronson等
人使用蒙地卡羅法模擬雷射光束在平板

狀的肌肉組織中的散射，以找出吸收係

數不均勻的區域 (regions of absorption 
inhomogenity)[11]。Chang等人使用蒙
地卡羅法估算圓柱介質的吸收係數的微

擾變化[12]。Klose及Hielscher在直角座
標中，以離散方向法做正算以估算二維

介質的散射係數[7-8]。Ou and Wu[16]
使用了以解輻射傳遞的積微分方程式去

估算所有的輻射參數的方法，前述參數

包含了消散係數、散射比與相函數在多

維不均勻介質中的分佈，但是此論文中

僅能逆算以連續性的輻射性質分布為

主。延續著我的博士論文尚未解決的問

題－如果介質中輻射性質具不連續分

布，例如探討腦部成像中，因具有不漫

射區的問題。此時對於不漫射區的輻射

傳遞的積微分方程式，在以修正的離散

方向法(modified discrete ordinate)做分



區處理[13-15]，將輻射強度分成散射部
分與集中入射部分，後者在消散係數具

連續性時，或不連續區已知，可以精準

的算出其精確解(exact solution)，然而
對於具有不漫射區分布的消散係數是不

連續的，如果估算的函數是以連續性函

數近似，則集中入射部分所得的精確解

會與真正的精確解造成數值上的誤差，

而相同的情形也會在逆算輻射強度的散

射部分與散射比時產生，尤其是當待估

算散射比的值由接近1再陡降為近乎零
時 ， 更 會 造 成 的 數 值 震 盪 -Gibbs 
phenomena，往往讓逆算的散射比大於1
及陡降成小於零，而不符物理條件。但

若不將輻射強度分成散射部分與集中入

射部分並將不連續區做分區處理時，則

會產生光線效應(ray effect)，此時在正
算時所得到的解，會造成相當大的誤

差。 因此，在以最佳化為基礎的疊代
的重構法(reconstruction method)的方法
中，縱然正算程式中模擬量測值可以用

修正的離散方向法及分區處理得到相當

準確值；然而在逆算程式中，估算的輻

射性質或因本身以連續性的函數展開或

因不漫射區的位置未知無法做分區處

理，均會造成與正算的結果相當大的誤

差，故是一大令人克服的難題，故本文

乃對此一問題，做進一步的探討的發工

作。 

 
數學模式 

我們首先以三個方法來探討具不

連續性分布的輻射參數之逆算問題： 
I. 首先在此不漫射區的位置已知的

前提下，估算相關的輻射參數。 

II. 假設不漫射區的位置為未知時，
以同 Ou and Wu [16]的方法，以
期了解此不漫射區對逆運算產生

數值震盪造成的影響，並與 I的
結果比較其誤差。 

III. 最後考慮將整個區域視分成N個
子區域，每區皆以修正的離散方

向法做分區的逆算，當然此時不

漫射區的位置不見得會處於交介

面上，因此當我們檢視第一次逆

算的結果，由其不漫射區部分造

成輻射性質逆算的結果在數值上

產生震盪，然後再將此震盪區再

分區，如此重複這動作以縮小其

震盪區，直到滿意的結果，並與 I, 
II的結果比較。 

基 本 假 設 及 方 程 式 如 下 ： 

考慮具吸收、散射及透明邊界的無窮長

圓柱，其幾何形狀及座標系統如圖一、

圖二。 本章問題的基本假設如下： 

(1) 介質的放射強度遠低於入射強度，

故放射項可以忽略； 

(2) 入射的輻射強度不沿著 z-軸變

化，且圓柱沿著z-軸無限延伸； 

(3) 消散係數沿徑向與方位角的方向變

化，不隨軸向變化；散射比與相函

數則為常數； 

(4) 介質之邊界為透明。 

本章中輻射場的位置以 ψ,(r )來表示，

r為無因次的徑向變數，定義為徑向變

數除以半徑 0r ；ψ 為方位角。 輻射傳

遞的方向以 ),( θψ x 來表示， xψ  為方位

角；θ 為極角，兩者相對應於固定座

標，如圖二所示。 輻射傳遞方程式可

表示為 
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10 ≤≤ r , π<ψ≤ 20 , π<ψ≤ 20 x , 

11 ≤ξ≤− ,    (1) 

此處，µ為方向餘弦, 定義為

)cos(sin ψ−ψθ=µ x ；I 為無因次的輻射

強度，定義為輻射強度除以在 1=r  、

iψ=ψ 沿著 1−=µ 及 0=ξ 方向的入射輻

射強度 iI ； ξ為方向餘弦，定義為

θ=ξ cos ；η為方向餘弦，定義為

)sin(sin ψ−ψθ=η x ，β為無因次消散係

數，定義為 os r)( σ+κ ； 

 









≤≤
≤≤
≤≤

β
β
β

=β

3
*

2

2
*

1

1
*

1

2

1 0

rrr
rrr
rr
  (2)  

其中， crrr vv −=* ， cr
v
為一位置向量，

如圖1(a)所示， cr-rr vvv MAX3 =  

ω為散射比，定義為 )/( ss σ+κσ ； 
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10 ≤≤ r , π≤ψ≤ 20  

Φ為相函數，表示為 

      (4)  

在此，K為非等向散射的階數， kA 為展

開項的係數，其中 10 =A ， kP 為第K階

的雷建徳多項式(Legendre 

polynominal )；其中 

)(cos 1 ξ′ξ+η′η+µ′µ=θ −
o 。無因次的邊界

方程式表示為 
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=ξψψ
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     (5) 

π<ψ≤ 20 , 11 ≤ξ≤− ,

23)(2 π≤ψ−ψ≤π x .   

數值方法 

我們以修正的離散方向法(modified 

discrete ordinate Method) [13,14]來求解

正算的輻射傳遞方程式。當光學厚度很

薄、輻射性質的分佈或邊界的入射強度

有不連續或陡峭的變化時，傳統的離散

方向法會有光線效應(ray effect)的缺

點。因此，類似於 Liou and Wu [14] 及 

Ramankutty and Crosbie [15]的修正離散

方向法，將無因次的輻射強度I分解成

漫射部分 dI 及平行入射部分 cI ，後者

之值除了在沿著入射光線的路徑上，其

餘都為為零。在入射光線路徑上的 cI 可

表示為 

),()0,,,( ψτ−=π+ψψ ric cerI   for 

iψ=ψ  or π+ψ=ψ i   (6) 



其中， 
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將方程式(6)與(7)帶入方程式(1)中，可

以得到漫射部分 dI 之傳遞方程式 
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10 ≤≤ r , π<ψ≤ 20 , π<ψ≤ 20 x , 

11 ≤ξ≤− ,    (8) 

dI 之邊界條件為 

0),,,1( =ξψψ x
dI ,  

π<ψ≤ 20 , 11 ≤ξ≤− ,

23)(2 π≤ψ−ψ≤π x .  (9) 

然而，方程式(6)是精確解，我們以離

散方向法[16]求解 ),,,( ξψψ x
d rI 。方程式

(8)的離散方向表示式可表示為 
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10 ≤≤ r , π<ψ≤ 20 , n=1, 2, …, 
x

Nψ , 

m=1,2, …, θM .   (10) 

在此，下標 n 與 m代表離散方向；

mnw ′′, 表離散方向權值；
in 與 im 入射光

線的方向；
x

Nψ 代表方位角在介於

πψ 20 ≤≤ x 所取的離散方向的總數；

θM 代表極角在介於 22 π≤θ≤π− 所取

的離散方向的總數。我們將整個區域劃

分成 ψ×NN r 個格子，在此 rN 與 ψN 分別

代表在 r 及 ψ方向的。藉由與[16]相

同的步驟，我們可以得到方程式(10)的

有限差分方程式，然後以高斯-謝德疊

帶法(Gauss-Sidel iteration)來求解所產生

的代數方程式。因此，給予相關的吸收

係數、散射係數等輻射參數，即可求得

相對應的輻射通量。 



在本文所討論的介質，假設是由同一種

類但不同濃度分佈的粒子所組成，因此

這樣的介質可以用可變的消散係數、常

數散射比及常數相函數來表示。此外，

這些粒子假設是完全球形的，因此相函

數與方位角無關，僅與入射光線的方向

和散射光線的前進方向形成的角度有關

( oθ )。因此，估算的相函數可以表示為 

∑
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K

k
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未 知 的 消 散 係 數 可 以 表 示 為 ： 
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11  ,ˆ),(ˆ
++ ψ≤ψ≤ψ≤≤β=ψβ jjiiij rrrr  

     (12c) 
未 知 的 散 射 比 以 ω̂ 表 示 ： 

在 第 I 部 分 時 ，
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在第II部分時， 
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在 第 III 部 分 時 ， 

11  ,ˆ),(ˆ ++ ψ≤ψ≤ψ≤≤ω=ψω jjiiij rrrr . 

      (13c) 
 

因此，我們藉由最小化我們的目標函數

F，來尋找這些未知數，F可表示為 
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      (14) 
在此i代表第i次入射； iN 為總入射次
數；l為在第i次入射的第l個量測點；

lN 為每次入射所量測之離開輻射通量
的總數，我們假設其為等間隔，所以這

些入射點的位置以 iNπ=ψ∆ 2 分隔著，

如圖2-1所示；i lNr
q ,21
~

+  及 i
lN r

q ,21ˆ + 分別代

表量測及估算的離開輻射通量在邊界

1=r 上。第i次入射所造成的離開輻射
通 量 可 以 表 示 為 
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for 0,, >µ mnj .    (15) 
藉由 iN 次的入射及每次入射有 lN 個量
測之離開輻射通量，我們可以得到

li NN × 輻射通量去重構未知的輻射性

質。為了決定未知變數，量測之輻射通

量的數目 li NN × ，該比我們所欲求的未

知變數數目還多才可以。 

總括本章重構未知的輻射性質的步驟如

下 ： 

1. 給予β̂, ω̂ 及 Φ̂的起始猜值； 
2. 以 MDOM 解 正 算 問 題 ， 以 求 得

)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ ,21 Φωβ+
i

jNr
q ； 

3. 將目標函數F最小化，以求得新的估
算 參 數 ， 在 此 以 Levenberg-
Marquardt[17,18]演算法來求解最小平
方法； 



4. 如果連續兩次β̂, ω̂ 及 kÂ 的估算
值滿足下列的準則就停止程式；否則，

回到步驟2重新求得新的估算參數值。 

收斂的準則如下： 

1.  連續兩次估算的參數值達到前6個
數字一致； 

2.  連續兩次估算的參數值， 目標函

數F的相對誤差小於 810− ； 

3.  目標函數F的近似梯度的歐氏範數

小於 810− 。 

 

結果與討論 

本文中所主要探討的消散係數與

散射比均為不連續且如階梯狀的變化，

如表一所示，並假設當待估算的函數型

態因本身若為連續函數時與非連續形時

在估算這些相關性質造成的影響。在本

文中所有格點取 40=rN ， 64=ψN ，方

向數取 12=ψ x
N ， 5=θM 。在逆算方法

上，我們採斷層掃瞄的方式，量測點的

位置與逆算的方法可參考 Ou and Wu 
[16]。首先，我們探討當以散射比

5.0=ω ，相函數 1=Φ 已知的條件下，

估算消散係數 1β=β 分布之結果。在圖

三中，我們以第一種方法估算，因消散

係數的不分區位置為已知，且我們所取

的格細胞剛好均沒有橫跨不連續的邊

界，因此這兩種格點數均能精確的逆算

出 11
ˆ β=β 。同時在圖三中，我們也以同

Ou and Wu [16]的第二種方法估算消散
係數 1β=β 。因不連續區為未知，很明

顯的在不連續的邊界上出現了數值的震

盪，曲線一的項數 35ˆˆ ×=× ββ NM ，曲

線二的項數 59ˆˆ ×=× ββ NM ，且隨著所

取的階數的減少，Gibbs-Phenomena 更
是明顯，但此震盪區均集中於不連續區

的附近，主要是 1β=β 的分佈為同心圓

環，僅在 r-方向不連續。接著我們探討

2β=β ，此時其分佈為偏心的圓環。由

圖四中，我們很明顯的可看出不論方法

I 或方法 II 均產生明顯的震盪，在方法
I 中，因此時有格細胞橫跨在不連續的
邊界上，故與圖三不同的是雖不連續區

位置已知，但此時仍會造成估算的誤

差。在方法 II 中，因 2β=β 為偏心圓環

的二維分佈，由圖四可發現在 x-軸的逆
算結果較在 y-軸上的誤差更大。 

接 著 我 們 探 討 當 消 散 係 數

0.1=β ，相函數 1=Φ 已知的條件下，

估算 1ω=ω 。由圖五中，當以方法 I 估
算時可得到精確的估算值 1ˆ ω=ω ，主要

是 1β=β 的分佈為同心圓環，且僅在 r-
方向不連續。當以方法 II逆算時，此時
有部分估算的 ω̂與正確值比較誤差相當
大，可知方法 II在逆算不連續的散射比
之結果並不理想，尤其在這很窄的環狀

區間附近時 
最後我們以方法 III 重新估算.散

射比 5.0=ω ，相函數 1=Φ 已知的條件

下，估算消散係數 2β=β 如圖六所示。

在 圖 六 中 ， 我 們 首 先 取 格 點 數

20=rN ， 24=ψN ，此時可判斷出與真

值誤差較大的區域，接著將此誤差較大

區域 r 方向點數加倍，ψ方向則因以斷
層掃描法之量測點數必須大於估算未知

參數的數目之故，所以必須全區域加

倍，所得結果如曲線 2所示，很明顯的
方法 III能大幅改善誤差。 

結論 
在本文中逆算中所產生的誤差，其原因

主要是當輻射性質不連續分佈時，如

果，不連續邊界，其本身均會造成數值

上的誤差，此時唯有增加估算函數的階

數或個數才能降低誤差。當求解輻射傳

輸方程式時，輻射性質不連續分佈，若

不分區處理會產生射線效應(ray 
effect)，因此唯有增加格子數與方向數



以降低射線效應產生的誤差。然而，增

加估算函數的階數、格子數與方向數將

會造成CPU時間大幅增加與數值上的不
穩定，且容易產生負數的輻射性質，與

物理上不合，因此我們以方法III來改進
上述之缺點。在方法III中，將誤差較大
區域r方向點數加倍，ψ方向則全區加
倍亦即增加了誤差較大區域的解析度，

然而因ψ方向則全區加倍增加了不少
CPU時間，雖然如此，因其所有的待估
算未知數不為連續函數，所以當格點數

在不連續區增加時即大幅降低其誤差。 
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Tomographic reconstruction of 
absorption and scattering properties of 
cylindrical media with non-scattering 
region   

Abstract 

In the present study, we use the modified 
discrete ordinate to solve transport 
equation rather than diffusion equation.  
Solving the radiative transport equation 
with guess distributions of raiative 
properties by the modified discrete 

ordinate method, we can get enough 
accurate predicted data in scattering 
medium that contains non-diffuse region.  
The reconstructing problem is formulated 
as an optimization problem, in which an 
objected function is minimized.  The 
objected function is a least square 
problem that minimizes the discrepancy 
between the measured and the calculated 
leaving radiative fluxes.  The objective 
function is minimized by iteratively 
updating an initial guess of the 
distributions of raiative properties.  The 
Levenberg-Marquardt algorithm is applied 
to the least square problems for a variety 
of cases.  We reconstruct the non-diffuse 
region by the following three methods and 
compare the results. 

 Keywords: optical computer 
 tomography, non-diffuse region, diffuse 
optical tomography, discrete ordinate 
method  
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表一  待逆算的性質表 
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圖一  掃描截面示意圖座標 
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圖二  幾何座標圖 
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圖三 方法 I與方法 II 對 1β 的逆算結果 
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圖四 方法 I與方法 II 對 2β 的逆算結果

沿 x軸之分佈 
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圖四 方法 I與方法 II 對 2β 的逆算結果

沿 y軸之分佈 
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圖五 方法 I與方法 II 對 1ω 的逆算結果

沿 x軸之分佈 
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圖六 方法 I與方法 III 對 2β 的逆算結果

沿 x軸之分佈 


