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摘要 

   本文主要是模擬異向性材料所組成的多層橢

圓管在受熱與壓力耦合變化下，因壁內外邊界條件的

差異而所產生的熱變形問題。而我們探討可分為內邊

界和外邊界這二個部分，我們在內邊界部分管內開始

加熱時利用熱力學蒸汽表模擬出蒸氣溫度和壓力的

關係式當成邊界條件，溫度和壓力相互影響且隨時間

變化下其暫態熱應力的分佈情形。而在外邊界部分我

們假設為不同狀態而我們將使用有限差分法與拉氏

轉換來處理此類問題。利用拉氏轉換法處理時間項，

再利用矩陣相似轉換在轉換域上求得複變函數解。最

後利用數值逆拉氏轉換，求得數值解。藉由本文除了

可以了解圓管與橢圓管的變形與散熱差異外，也可了

解耦合效應的影響情形。而橢圓管之材料性質也將採

用真實之材料，使本文所得到的數值解更加接近真實

解。 

關鍵字：橢圓管、熱變形、拉氏轉換 
 

Abstract 
This paper deals two-dimensional coupled 
thermoelastic problems for elliptical tube. The water 
vapor temperature and pressure relation assumed for 
the inner boundary. The water vapor temperature and 
pressure data were obtained from a thermodynamic 
steam table. Laplace transform and finite difference 
methods are used to analyze problems. Using the 
Laplace transform with respect to time, the general 
solutions of the governing equations are obtained in 
transform domain. The solution is obtained by using 
the matrix similarity transformation and inverse 
Laplace transform. We obtain solutions for the 
temperature and thermal deformation distributions in a 
transient and steady state. Moreover, the 
computational procedures established in this thesis, 
can solve the generalized thermoelasticity problem. 
 

Keywords：Elliptical tube、thermal  
          deformation、Laplace transform 

 

前言 

強化傳熱可以提升傳熱效率,降低換熱設備

的製造成本,因而受到普遍重視.自 60 年代

以來,強化傳熱已經成為傳熱學的一個比較

重要的專門領域而得到迅速而蓬勃的發

展。國內外許多學人針對橢圓管換熱開展了

不同程度的研究[1-6]。目前國內工程上在

處理橫截管束的強迫對流換熱時大部分採

用了經驗公式進行設計計算，沒有比較完整

的理論計算依據。Ali 和 McDonald[7]探討

水平橢圓管問題，結果發現在非圓形剖面水

平管中，具直立長軸之橢圓形狀其凝結熱傳

效果遠高於圓形形狀。此後有更多的相關問

題被發表，其中自由對流的橢圓管薄膜凝結

的理論研究中[8-12]，大都採用 Nusselt 的

凝結模式來進行分析，其中 Cheng 與 Tao[8]

以數個圓弧來近似橢圓的曲面，並針對平均

熱傳的效率加以探討，結果得到圓管與橢圓

管傳熱面積相同的條件下，橢圓的偏心率由

0.3 至 0.6 範圍變動時，平均熱傳能有 10%

至 18%的提升。Wang 等[9]及 Fieg 等[11]考

慮水平橢圓管，並發現其長軸與鉛垂線夾角

具變化條件下，角度為零時具有最大的平均

熱傳量。Yang 等[10]、[12]考慮一水平橢

圓管於凝結過程，由於曲率變化導致的表面

張力因素，並以餘弦函數來描述變化的管壁

溫度，也同樣得到熱傳效率提升的結論。關

於強制對流模式的橢圓管薄膜凝結問題， 

Panday[13]明確的導出二維層流薄膜凝結

的數值解法，除了具有沿鉛垂線方向流動蒸

汽外，並納入凝結液膜的對流項、慣性力及
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壓力梯度等，而汽液界面的剪力則仍採用 

Shekriladez 等的模式。再者，同時具有自

由-及強制對流之混合效應的水平橢圓管層

流薄膜凝結[14-16]也相繼被提出，其中有

等溫條件者，亦有等熱通量條件及可變壁溫

條件的研究與討論。以上的文獻的探討都偏

重於傳熱方面的研究，但在耦合熱彈方面的

研究相對較少量，Chen 等[17-20]曾用混合

數值法來求解多層圓柱的耦合熱彈解，得到

不錯效果。於是本研究計劃預計採用此數值

方法來求解橢圓管的耦合熱彈問題。 

 

數學模式 

    我們分析之橢圓管為多層結構如(圖

一)，而我們模擬橢圓管同時受到蒸氣流場

的溫度與壓力的作用，所以我們在使用統御

方程式時，選擇熱傳導與應力平衡式之耦合

方程式，使其能更準確的模擬出其實際狀

態。   

熱傳導方程式表示如下： 
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應力平衡方程式表示如下： 
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式中參數代表如下 
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邊界條件表示如下：  

)(tp=σ  , )(11 tfT =   at  橢圓內邊界 Ω

0=σ  , 22 fT =       at  橢圓外邊界 Ω

層與層間需滿足之連續性條件如下： 

1+= ii uu ; ; ;  1+= ii σσ q qi i= +1 1+= ii TT

1,...,2,1 −= mi  

由於上述的方程式都是在卡氏座標系統下

所構成，要直接求解橢圓管溫度、位移、應

力等參數有其困難性，於是我們將引入橢圓

座標系統，來加以求解方程式(1)-(7)。 

首先我們定義橢圓座標如下： 

][][ ηξ CoshCoshx =  

][][ ηξ SinhSinhy =  

分別代入方程式(1)-(7)後，座標轉換後預

計可得統御方程式如下： 
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        在完成橢圓座標系統轉換後，我們

將應力-位移關係式(11)-(13)，分別帶入方

程式(9)與(10)中建立溫度(T)與位移(u,v)

關係的應力平衡方程式。 

    我們使用中央差分法於推導後之統御

方程式與應力-位移關係式後，可以得到其

離散方程式。我們之所以採用差分法於本計

劃中，主要是因為差分法在使用上較為便

利，在計劃中只是將方程式空間項離散，而

不需迭代收歛求解，故於求解時不會有很緩

慢的情形發生。而在時間項上我們採用拉氏

轉換來處理，因為運用此項技術之優點為不

會有震盪收斂不下來的情形發生。 

拉氏轉換定義如下： 
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於是對方程式取拉氏轉換後可得其新的統

御方程式，將邊界條件與層間連續性條件

分別代入新的統御方程式後，預估整理

成其矩陣形式如下： 
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     將方程式 (15) 和 (16) 代入方

程式 (14) 後整理可得如下： 
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這裡 λ j j( , , ... , )N= 1 2  為矩陣 [W]的

特徵根。 

    將方程式(18) 代入方程式 (17)可

獲得以下方程式 

[ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]{ }[ ] { } [ ] { }ξηξη YPTPPIPsPWP 1111 −−−− =−  (19) 

[ ]{ }{ } { }**   - diag[W]  ξηξη YTIs =         (20) 

式中參數代表如下： 
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我們對方程式(20)進行求解 
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  對方程式(21)進行逆拉氏轉換，我們

可以得到 . ∗
ξηT

  再利用方程式(22),(23),(24)關係式

解得溫度分佈  和位移分佈 和 
ξηT u v . 

{ } [ ]{ }∗= ξηξη TPT                   (22) 

{ } [ ][ ] [ ] [ ]{ }[ ] [ ][ ] [ ]{ }{ }{ }ξηTDEHGLFEHv 11 −− −−=     (23) 

{ } [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }vFETDEu 11 −− −−= ξη
     (24)         

}

  矩陣 [W]為實數矩陣，對矩陣 [W]作

對角化 =diag [W]，[P]為特徵

向量所組成矩陣。對角化矩陣 diag [W]

定義如下： 

[W][P][P]-1

  我們將解得的溫度  和位移 , 代

入方程式 (11), (12),和 (13)後，我們

可以得到應力
ξ

ξηT u v

σ 、
ησ 和剪應力

ξητ 的變化

分佈情形。 

數值結果與討論 

    在本文中我們提出橢圓管受溫度與壓

力變化時暫態溫度、位移和應力分佈的情
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形。我們所分析的物理模式為一多層橢圓管

(圖 1)。為了方便求解來說，在本文裡考慮

使用等向性材料來分析問題。 文中所使用

的材料參數列於表 1。內部和外部溫度分別

被假設為 和 0。內部和外部壓力分別被

假設為 和 0。溫度在兩個末端都假設為

0。圖 2 為溫度與壓力關係圖。圖 3 為溫度

與時間的關係圖。圖 4為壓力與時間的關係

圖。圖 5 為 t=5 時沿著

)(tf
)(tp

ς 方向和η方向的 T

溫度分佈情形，圖6為t=5時沿著ς 方向和η
方向的 位移分佈情形，藉由此圖我們可以

得知最大位移的發生位置。圖 7為 t=5 時沿

著

u

ς 方向和η方向的ν 位移分佈情形，我們

由此圖可以發現其位移的變化情形與u 方向

的位移變化模式是不一樣的。圖 8為 t=5 時

沿著ς 方向和η方向 ςσ 應力分佈情形，從圖

中可以明顯的看出所分析的橢圓管最大應

力發生位置，因中間位置溫度較高故應力也

較大。圖 9為 t=5 時沿著ς 方向和η方向 θσ
應力分佈情形，其應力最大發生於中間位置

與 ςσ 應力值和分佈的情形並不一樣。圖 10

為t=5時沿著ς 方向和η方向 ησ 應力分佈情

形。圖11為t=5時沿著ς 方向和η方向 ςητ 剪

應力分佈情形，我們如果將四個應力圖來做

一比較其結果顯示這個剪應力與其他應力

相比較非常小。由此可見在熱彈應力中，剪

應力的影響是極小的，幾乎可以不必擔心其

所造成的破壞。 

 

 

結論 

    在文章裡，我們討論模擬橢圓管的耦合

熱彈問題，邊界受到時間有關的溫度和壓力

變化問題。利用有限差分、拉氏變換方法與

矩陣相似轉換等數值方法來獲得數值結

果。而此法稱為混合數值法，此法的優勢是

需求在計算機存儲器上少於傳統的迭代方

法。混合的數值法也具有高效率、準確和能

有效地消除數字擴散和動盪無法收斂的問

題。這種可行的方法，容易被延伸到解決大

範圍物理工程問題。本文之結果可以提供分

析橢圓元件上的熱彈問題，對目前蓬勃發展

的工業有相當大的貢獻。可為目前廣泛應用

的加工技術提供一種精確又有效率的分析

方法，對工業界有相當大的助益。 
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符號說明 

λ   Lame＇s 常數  

    ρ   密度 

   vC   比熱  

      0T   參考溫度 

ςην   浦松比 

21, ff   內外層溫度 

43, ff   端面溫度 

T   溫度 

     t   時間 

ς ,θ , η   橢圓座標 

ςk ,kθ,   熱傳導係數 
ηk

ςα ,αθ, ηα   線膨脹係數 

ςE ,Eθ,    楊氏係數 ηE

ςσ , ,θσ ησ   應力 

 

 
圖 1 多層橢圓管物理模式 
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圖2 溫度與壓力關係圖(quality 90%) 
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圖3 溫度與時間的關係圖 
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圖4 壓力與時間的關係圖 
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圖5 沿著ς 方向和η方向的T溫度分佈在t=5  
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 圖6 沿著ς 方向和η方向的u 位移分佈在t=5    
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圖7 沿著ς 方向和η方向的ν 位移分佈在t=5 
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 圖8 沿著ς 方向和η方向
ςσ 應力分佈在t=5      
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圖9 沿著ς 方向和η方向 θσ 應力分佈在t=5 
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圖 10 沿著ς 方向和η方向 ησ 應力分佈在 t=5 
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圖11 沿著ς 方向和η方向
ςητ 剪應力分佈在t=5  

  
  
  
 表 1. 材料參數 
 

 Layer 1 Layer 2 

ςE =Eθ= (ηE 2m
N ) 58E6 50E6 

ςk =kθ=  (ηk Km
Watt
⋅

) 22 10 

ςα =αθ= ηα  (
K
1 ) 4E-6 2E-6 

ςθν = θςν  0.2 0.4 

ςην = ηςν  0.2 0.4 

ηθν = θην  0.2 0.4 

ςηG (
2m

N ) 58E6 50E6 

ρ  (
3m

kg ) 0.095 0.085 

Cv (
Kkg

kJ
−

) 0.3 0.2 
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